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Предложено общее определение свойства вольтерровости операторов. Показано, что

для линейных обобщенно вольтерровых операторов имеет место ряд фундаментальных

утверждений теории интегральных операторов volterra.
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Важнейшим свойством динамических объектов является зависимость их состояний в

данный момент времени только от предыдущих внешних и внутренних причин, т.е. от

"прошлого", и независимость от "будущего". Это свойство легло в основу известного опре-

деления А.Н. Тихонова [1] вольтерровых операторов. Благодаря многочисленным прило-

жениям и возможности содержательных абстрактных обобщений теория вольтерровых

операторов в течение многих лет привлекает исследователей. Современные абстрактные

трактовки свойства "вольтерровости" операторов предложены в работах [2–9]. Большин-

ство предлагаемых определений означает, что вольтерровый оператор является линей-

ным и обладает цепочкой инвариантных подпространств. Здесь предлагается достаточно

общее определение свойства вольтерровости, пригодное как для линейных, так и нели-

нейных операторов. В работе показано, что для линейных операторов, удовлетворяющих

предлагаемому определению, верны фундаментальные утверждения теории классических

интегральных операторов Volterra.

Обозначения: m – натуральное число; Rm – m-мерное евклидово пространство с нор-

мой | · |; S – топологическое пространство; C(S,Rm) – пространство ограниченных непре-

рывных функций x : S → Rm, ‖x‖
C

= sup
t∈S

|x(t)|; (E, Σ, µ) – пространство с мерой, т.е.



множество E, на некоторой σ-алгебре Σ подмножеств которого определена счетно адди-

тивная функция µ; Lp (E, Rm) – пространство суммируемых в p-ой (1 6 p < ∞) степени

функций y : E → Rm, ‖y‖
Lp

=
(∫
E

∣∣y(s)
∣∣pds

)1/p
; L∞(E, Rm) – пространство измеримых

ограниченных в существенном функций y : E → Rm, ‖y‖
L∞ = vrai sup

t∈E
|y(t)|. В перечис-

ленных обозначениях будем опускать индексы m = 1, p = 1. Кроме того, в обозначениях

функциональных пространств не будем писать, где определены и в каких множествах

имеют значения функции – элементы пространств, если это не вызовет недоразумений.

Основные понятия. Везде ниже предполагается, что B является линейным простран-

ством над полем R действительных чисел либо над полем C комплексных чисел, на ко-

тором задана система V отношений эквивалентности υ(γ), γ ∈ [0, 1], удовлетворяющая

условиям:

V0) γ = 0 соответствует отношение υ(0) = B2;

V1) γ = 1 соответствует отношение равенства;

V2) если γ > η, то υ(γ) ⊂ υ(η).

Кроме того, будем считать, что при каждом γ ∈ (0, 1), для любых элементов x, x̂, y, ŷ ∈ B

и всякого числа λ,

(x, x̂) ∈ υ(γ), (y, ŷ) ∈ υ(γ), ⇒ (x + y, x̂ + ŷ) ∈ υ(γ), (λx, λx̂) ∈ υ(γ). (1)

Пусть xγ – класс элементов, υ(γ)-эквивалентных элементу x ∈ B, B/υ(γ) – фактор-

пространство, xγ ∈ B/υ(γ), Πγ : B → B/υ(γ) – каноническая проекция, т.е. линейное

отображение, заданное равенством Πγ x = xγ. Нулевой элемент фактор-пространства 0γ =

{ y ∈ B | (y, 0) ∈ υ(γ) } является подпространством пространства B.

О п р е д е л е н и е. Оператор F : B → B называем вольтерровым на системе

V, если для каждого γ ∈ (0, 1) и любых таких x, y ∈ B, что (x, y) ∈ υ(γ), имеет место

(Fx, Fy) ∈ υ(γ).

Далее будем рассматривать только линейные операторы. Из приведенного определения

следует, что линейный оператор F : B → B вольтерров на системе V, если для каждого

γ ∈ (0, 1) и любого y ∈ B из y ∈ 0γ следует Fy ∈ 0γ. Для линейного вольтеррового

на V оператора F : B → B обозначим Fγ : B/υ(γ) → B/υ(γ) – линейный оператор,

определяемый равенством Fγ xγ = Πγ Fx, где x ∈ xγ. Отметим, что натуральную степень



(Fγ)
i : B/υ(γ) → B/υ(γ) оператора F γ можно находить с помощью равенства (Fγ)

i xγ =

Πγ F i x, x ∈ xγ, т.е. (Fγ)
i = (F i)γ .

Зафиксируем произвольное γ ∈ (0, 1). Отношение эквивалентности υ(ξ), ξ ∈ [0, 1],

можно рассматривать не на всех элементах B, а лишь на элементах подпространства 0γ.

Таким образом, на подпространстве 0γ оказывается заданной система отношений эквива-

лентности, удовлетворяющая условиям V0)− V2) и (1). Из вольтерровости линейного опе-

ратора F : B → B на совокупности V следует вольтерровость его сужения F γ : 0γ → 0γ

на (сужении) υ.

Система отношений V пространства B порождает отношения эквивалентности в

фактор-пространстве B/υ(γ) : классы xγ, yγ ∈ B/υ(γ) называем υ γ(ζ)-эквивалентными,

ζ ∈ (0, 1), если существуют (и, следовательно, любые) элементы x ∈ xγ, y ∈ yγ, удо-

влетворяющие отношению υ(ξ), ξ = γζ. Таким образом, заданная на B/υ(γ) система

V γ = {υ γ(ζ)} отношений эквивалентности также удовлетворяет условиям V0)− V2) и (1).

Если оператор F : B → B вольтерров на системе V, то оператор F γ : B/υ(γ) → B/υ(γ)

будет вольтерровым на системе V γ.

Приведем критерий вольтерровости обратного оператора.

П р е д л о ж е н и е. Пусть существует обратный оператор F−1 к вольтерровому

оператору F. Для того чтобы F−1 был вольтерровым оператором, необходимо и доста-

точно, чтобы операторы F γ : B/υ(γ) → B/υ(γ) были обратимы для каждого γ ∈ (0, 1).

В этом случае имеет место равенство (F−1) γ = (F γ )−1.

Отметим, что для вольтерровых по А.Н. Тихонову операторов, действующих в про-

странствах суммируемых функций, приведенное утверждение было получено А.И. Булга-

ковым (и доложено на Пермском семинаре проф. Н.В. Азбелева в 1978 г).

Линейные вольтерровые операторы в нормированных пространствах. Вез-

де далее предполагаем, что линейное пространство B нормировано, и наделяем фактор-

пространство B/υ(γ) нормой [10, c. 128]

‖xγ‖B/υ(γ)
= inf

x∈xγ

‖x‖
B

.

Т е о р е м а 1. Если B – нормированное пространство, линейный ограниченный опера-

тор F : B → B является вольтерровым на системе υ, то при любом γ ∈ (0, 1) линейный

оператор F γ : B/υ(γ) → B/υ(γ) ограничен и ‖F γ‖ 6 ‖F‖ .



Следствие 1. Пусть действующий в банаховом пространстве B линейный ограни-

ченный вольтерровый на V оператор F обратим. Если оператор F−1 вольтерров, то

операторы F−1
γ : B/υ(γ) → B/υ(γ) ограничены в совокупности.

Следствие 2. Если B – нормированное пространство, линейный ограниченный опе-

ратор K : B → B является вольтерровым на системе υ, то при любом γ ∈ (0, 1)

спектральный радиус ρ(K) оператора Kγ : B/υ(γ) → B/υ(γ) удовлетворяет неравенству

ρ(Kγ) 6 ρ(K).

Пусть пространство B∗ является сопряженным к пространству B. Определим при каж-

дом γ ∈ [0, 1] в пространстве B∗ отношение эквивалентности υ∗(γ), полагая (l, l̂) ∈ υ∗(γ),

если для любых x, x̂ ∈ B таких, что (x, x̂) ∈ υ(1−γ) выполнено l x = l̂ x̂.

Т е о р е м а 2. Если линейный ограниченный оператор K : B → B является вольтер-

ровым на системе υ, то сопряженный оператор K∗ : B∗ → B∗ будет вольтерровым на

системе υ∗(γ).

Если пространство B банахово, и если при любом γ ∈ (0, 1) подпространство 0γ замкну-

то, то мы говорим, что в пространстве B выполнено V -условие (относительно системы

отношений V). В этом случае, при каждом γ ∈ (0, 1) пространство B/υ(γ) является ба-

наховым.

Т е о р е м а 3. Если в пространстве B выполнено V -условие, то для линейного

ограниченного вольтеррового на системе V оператора K : B → B со спектральным

радиусом ρ(K) < 1, оператор (I −K)− 1 также будет вольтерровым на v.

Для того чтобы сформулировать утверждение, позволяющее оценивать, а в ряде слу-

чаев и вычислять спектральный радиус вольтеррового оператора, нам потребуется опре-

делить следующие операторы. Пусть 0 < η < γ < 1. Для вольтеррового на совокупности

V оператора K : B → B рассмотрим сужение Kη : 0η → 0η , которое является вольтерро-

вым на (сужении) V оператором. Это позволяет задать оператор Kη
γ : 0η/υ(γ) → 0η /υ(γ),

Kη
γ xγ = Πγ Kη x, где x ∈ 0η – представитель класса xγ ∈ 0η /υ(γ). Возьмем произвольное

натуральное k и любые числа 0 = γ0 < γ1 < · · · < γk = 1. Определим операторы

Kγ0
γ1

= K γ1 : B/υ(γ1) → B/υ(γ1),

Kγi−1
γi

: 0γi−1
/υ(γi) → 0γi−1

/υ(γi), i = 2, k−1,



Kγk−1
γk

= Kγk−1 : 0γk−1
→ 0γk−1

.

Заметим, что ρ(Kγi−1) 6 ρ(K) при всех i = 1, k и, согласно следствию 2 к теореме 2,

выполнено неравенство

ρ(Kγi−1
γi

) 6 ρ(K). (2)

Т е о р е м а 4. Пусть в банаховом пространстве B относительно системы V вы-

полнено V -условие, и пусть линейный ограниченный оператор K : B → B является

вольтерровым на υ. Тогда его спектральный радиус определяется формулой

ρ(K) = max
i=1, k

ρ(Kγi−1
γi

) (3)

где {γi} – любой конечный набор чисел 0 = γ0 < γ1 < · · · < γk = 1.

В качестве примера применения доказанной теоремы вычислим спектральный радиус

интегрального оператора

K : L([0, 1], R) → L([0, 1], R), (Kx)(t) =

1∫

0

K(t, s) x(s) ds, (5)

гдеK(t, s) =





1, если 0 6 s < min
{

[[t k]] + 1
k

, 1
}

, t ∈ [0, 1],

0, если min
{

[[t k]] + 1
k

, 1
}

6 s 6 1 , t ∈ [0, 1];

k – некоторое натуральное

число. Схематично это ядро представлено на рис. 1.

Рис. 1 Рис. 2

6

-

1 s0

1
t

1
k

1

0

6

-
i
k

s0

i
k

t

0

16
?

1
k



Этот оператор не является вольтерровым по А.Н. Тихонову. Определим в пространстве

L = L([0, 1], R) систему V отношений эквивалентности υ(γ), γ ∈ (0, 1), следующим образом

∀x, y ∈ L (x, y) ∈ υ(γ) ⇐⇒ x(t) = y(t) при почти всех t ∈ [
0,

[[γ k]]

k

]
.

Классы υ(γ)-эквивалентности можно отождествить с функциями, определенными на

eγ =
[
0,

[[γ k]]

k

]
, т.е. B/υ = L(eγ, R). Соответственно, 0η/υ(γ) ⊂ L(eγ, R) – подпростран-

ство функций, которые равны нулю на eη. На рассматриваемой системе V оператор (4)

будет вольтерровым. Выберем γi =
i

k
, i = 1, k. Оператор K

γi−1
γi : 0γi−1

/υ(γi) → 0γi−1
/υ(γi)

также является интегральным,

(Kγi−1
γi

x)(t) =

γi∫

o

Kγi−1
γi

(t, s) xγi
(s) ds.

Его ядро (см. рис. 2) Kγi−1
γi

(t, s) =

{
1, если (t, s) ∈ [ γ

i−1
, γ

i
] 2 ,

0, если (t, s) ∈ [ 0, γ
i
]2\[ γ

i−1
, γ

i
] 2 .

Спектральный

радиус оператора K
γi−1
γi легко вычислить: ρ(Kγi−1

γi
) =

1

k
. Таким образом, на основании

теоремы 4 получим ρ(K) =
1

k
.

Следствие. Пусть в банаховом пространстве B относительно системы V выполнено

V -условие, и пусть линейный ограниченный оператор K : B → B является вольтер-

ровым на υ. Тогда спектральный радиус этого оператора удовлетворяет неравенству

ρ(K) 6 max
i=1, k

‖Kγi−1
γi ‖, где {γi} – любой конечный набор чисел 0 = γ0 < γ1 < · · · < γk = 1.

Чтобы сформулировать еще некоторые утверждения об обратимости вольтерровых

операторов (в том числе и следующие из теоремы 4), определим отображение Z
B

: [0, 1]×
B → R, Z

B
(γ, y) = ‖Πγ y‖

B/υ(γ)
при γ ∈ (0, 1), Z

B
(1, y) = ‖y‖

B
, Z

B
(0, y) = lim

γ→0+0
Z

B
(γ, y).

Нам потребуется следующее

О п р е д е л е н и е. Линейный оператор K : B → B называем улучшающим на системе

V , если образом единичной сферы U ⊂ B является множество элементов с равностепенно

непрерывными нормами, т. е.

∀ ε > 0 ∃ τ > 0 ∀x ∈ U ∀γ1, γ2 ∈ [0, 1]

|γ2 − γ1| < τ ⇒ |Z(γ2, Kx)− Z(γ1, Kx)| < ε, (5)

и, кроме того,
Z(0, Kx) = 0 (6)



при всех x ∈ U.

Т е о р е м а 5. Пусть в банаховом пространстве B выполнено условие V ; линей-

ный оператор K : B → B является улучшающим вольтерровым на системе υ. Тогда

спектральный радиус этого оператора ρ(K) = 0.

С л е д с т в и е. Пусть в банаховом пространстве B выполнено условие V ; линей-

ный оператор K : B → B является улучшающим вольтерровым на системе v. Тогда

обратный оператор (I − λK)−1 при любом λ является вольтерровым на v.

Т е о р е м а 6. Пусть в банаховом пространстве B выполнено условие V ; линейный

оператор K : B → B является улучшающим вольтерровым на системе υ, линейный

оператор S : B → B ограничен и вольтерров на системе υ. Тогда, если один из операторов

I −K − S, I − S обратим и обратный к нему оператор вольтерров на υ, то обратим и

другой и обратный к нему также будет вольтерровым.

Следствие. Пусть в банаховом пространстве B выполнено условие V ; линейный опе-

ратор K : B → B является улучшающим вольтерровым на системе υ, линейный огра-

ниченный оператор S : B → B вольтерров на системе υ. Тогда спектральные радиусы

операторов K + S, S одинаковы: ρ(K + S) = ρ(S).

Обобщенно вольтерровый интегральный оператор. Проиллюстрируем исполь-

зование приведенных выше утверждений на примере интегрального оператора, для чего

приведем некоторые результаты работ [7, 8]. Здесь будем предполагать, что измеримая

по совокупности аргументов функция K : [a, b] × [a, b] → R такова, что интегральный

оператор

(Ky)(t) =

b∫

a

K(t, s)y(s)ds , t ∈ [a, b], (7)

непрерывно действует в пространстве Lp = Lp([a, b], R), 1 6 p < ∞, и является регуляр-

ным.1

Пусть каждому γ ∈ [0, 1] поставлено в соответствие некоторое измеримое множество

eγ ⊂ [a, b] с мерой µ(eγ) = γ(b− a) таким образом, что

∀ γ, η ∈ [0, 1] γ < η ⇒ e γ ⊂ e η. (8)

В пространстве Lp при любом γ ∈ (0, 1) определим отношение эквивалентности υ(γ) сле-
1Условия действия и регулярности оператора K : Lp → Lp см., например, в [10, 11, 8, 2].



дующим образом:

∀x, y ∈ L([a, b], R) (x, y) ∈ υ(γ) ⇐⇒ x(s) = y(s) при почти всех s ∈ eγ. (9)

Система V таких отношений удовлетворяет условиям V0)− V2) и (1).

Т е о р е м а 7. Для того чтобы оператор K : Lp → Lp, заданный формулой (7),

являлся вольтерровым на системе υ, необходимо и достаточно выполнения равенства

K(t, s) = 0 почти всюду на { (t, s) | t ∈ [a, b], s ∈ [a, b] \ eς(t) }. Здесь ς(t) = inf{ γ | t ∈ e γ }.
Частным случаем приведенного утверждения является известное условие вольтерро-

вости по А.Н. Тихонову оператора (7), состоящее в равенстве K(t, s) = 0 почти всюду

в треугольнике { (t, s) | t ∈ [a, b], s ∈ [a, t] }. Отметим, что множество E = { (t, s) | t ∈
[a, b], s ∈ [a, b] \ eς(t) } ⊂ R2 измеримо, его мера µE =

(b− a)2

2
.

В предположении регулярности интегрального оператора K : Lp → Lp вычислим n-ую

(n = 1, 2, . . .) степень оператора |K| :

(|K|1y)(t) = (|K|y)(t) =

b∫

a

K1(t, s) y(s) ds, где K1(t, s) = |K(t, s)| ;

(|K|ny)(t) =

b∫

a

Kn(t, s) y(s) ds, где Kn(t, s) =

b∫

a

K1(t, ξ)Kn−1(ξ, s) dξ.

При каждом t ∈ [a, b] зададим множества

ωn
t = { s ∈ [a, b] | Kn(t, s) 6= 0 }, ω t =

∞⋃
n=1

ωn
t .

Пусть Mn(t, s) = K1(t, s) +K2(t, s) + · · ·+Kn(t, s) .

Т е о р е м а 8. Для того чтобы существовала такая система множеств, удовле-

творяющих требованию (8), что регулярный интегральный оператор (7) являлся бы

вольтерровым на совокупности отношений (9), необходимо и достаточно, чтобы вы-

полнялись условия:

1. Mn(t, s)Mn(s, t) = 0 при любом n и почти всех (t, s) ∈ [a, b]× [a, b];

2. mes { t | mes (ω t) 6 γ } > γ, при всех γ ∈ [0, b− a].



Т е о р е м а 9. Для того чтобы положительный интегральный оператор |K| : Lp →
Lp, 1 6 p < ∞ являлся улучшающим на любой совокупности отношений, определенных

формулой (9), необходимо, а при p = 1 и достаточно, чтобы для любого ε > 0 суще-

ствовало такое положительное τ, что для любых измеримых множеств E, e ⊂ [a, b] из

неравенства mes e < τ следовало

(∫

e

(∫

E

| K(t, s) | ds
)p

dt
) 1

p 6 ε(mes E)
1
p

.

Приведенное утверждение позволяет сказать, что при необременительных "естествен-

ных" ограничениях интегральный оператор является улучшающим. В этом случае из воль-

терровости оператора следует равенство нулю его спектрального радиуса. Оказывается,

что для интегрального положительного оператора |K| вольтерровость на какой-нибудь

системе V является и необходимым условием того, что ρ(|K|) = 0.

Т е о р е м а 10. Если интегральный оператор K : Lp → Lp , определяемый равен-

ством (7), является регулярным, и если спектральный радиус положительного опера-

тора |K| : Lp → Lp равен нулю, то существует такая система V отношений, опреде-

ляемых формулой (9), что оператор K вольтерров на этой системе.

Отметим, что в формулировке последнего утверждения нельзя заменить условие

ρ(|K|) = 0 более слабым ρ(K) = 0. Так, например, оператор K : L([0, 1], R) → L([0, 1], R),

(Ky)(t) = (t− 0, 5)

1∫

0

y(s)ds не является вольтерровым ни на какой системе V отношений

(9), хотя его спектральный радиус ρ(K) = 0.
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The generalized definition of the Volterra property for operators is represented. It is shown

that a series of fundamental statements of the integral Volterra operators theory are also true

for linear Volterra-generalized operators.
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